
Grado en Matemáticas – Examen de Análisis Funcional

1. (1.5 puntos) SeaA = {e2n−1 + e2n : n∈N} ⊂ ℓ2.

a) Describe los espaciosM = A⊥ y M⊥.

b) Calcula las proyecciones ortogonales sobreM y M⊥.

2. (1.5 puntos) Prueba que, para cadax∈ℓp (1 < p < ∞), la serie
∑

n>1

x(n)

n
es absolutamente

convergente y que definiendo

f(x) =

∞∑

n=1

x(n)

n
(x∈ℓp)

se obtiene un funcional lineal continuo enℓp. Calcula‖f‖ y prueba quef alcanza su norma,
es decir, que existex∈ℓp tal que‖x‖p = 1 y f(x) = ‖f‖.

3. (1 punto) Prueba que siX es un espacio normado reflexivo yx∗ ∈ X∗, entonces existe
x∈SX tal quex∗(x) = ‖x∗‖. ¿Es esto cierto si el espacio no es reflexivo?

4. (1 punto) Seau ∈ K
N una sucesión tal que para todox ∈ ℓ1 se verifica que la sucesión

{x(n)u(n)} está acotada. Prueba queu está acotada.

5. Explica si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas. Cuando sean ciertas, indica el
resultado de teoría que lo justifica o proporciona una prueba, y, cuando sean falsas, indica
un contraejemplo (0,5 puntos cada una).

a) Sean‖ . ‖ y ||| . ||| dos normas completas no equivalentes en un espacio vectorial X.
Entonces la aplicación identidadIX : (X, ‖ . ‖) → (X, ||| . |||) no es continua.

b) Sea{fn} una sucesión puntualmente acotada de funcionales linealescontinuos en un
espacio de BanachX, definiendoT (x) = {fn(x)} se obtiene un funcional lineal continuo
deX enℓ∞.

c) Sean‖ . ‖1 y ‖ . ‖2 dos normas completas en un espacio vectorialX que tienen los mismos
funcionales lineales continuos. Entonces dichas normas son equivalentes.

d) Para cadan∈N seaTn : c0 → c0 definido porTn(x) = x(n)en. EntoncesTn∈L(c0, c0)
y {Tn} converge puntualmente a cero pero no converge a cero enL(c0, c0).

6. (3 puntos) Desarrolla uno de los temas siguientes:

Formas geométricas del teorema de Hahn-Banach. Separaciónde conjuntos convexos.

Teorema de categoría de Baire. Teorema de Banach-Steinhaus.

Las topologías débil y débil∗. Teorema de Mazur. Adherencias débil y débil∗ de la
bola unidad.
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